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Сопряженные уравнения и простейшие 
обратные задачи



 Рассмотрим сначала одномерную задачу:

 −
𝑑

𝑑𝑥
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥
= 𝑓, 0 ∈ 0,1 , 𝜑 0 = 𝜑 1 = 0. (8.1)

 где 𝑓 ∈ 𝐿2 0,1 . Предположим сначала, что 𝑘 = 𝑘(𝑥) -
неизвестная функция, которую необходимо 
определить. Пусть имеется априорная информация, 
что к(х) – кусочно- постоянна, т.е.

 𝑘 𝑥 = ቊ
𝑘1, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2
𝑘2, 1/2 ≤ 𝑥 ≤ 1,

(8.2)

где 𝑘1𝑘2 - пока неизвестные числа. Предположим 
также, что 𝜑(𝑥) - непрерывная функция, обладающая 

непрерывным ‘”потоком” 𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥
и удовлетворяющая 

почти всюду уравнению (8.1) и граничным условиям 
𝜑 0 = 𝜑 1 = 0.



𝐽1 = 0׬
1
𝑝1𝜑𝑑𝑥, 𝐽2 = 0׬

1
𝑝2𝜑𝑑𝑥, (8.3)

𝑝1 и 𝑝2функции измерения

−
𝑑

𝑑𝑥
𝑘
𝑑𝜑1

∗

𝑑𝑥
= 𝑝1, 𝜑1

∗ 0 = 𝜑1
∗ 1 = 0, (8.4)

−
𝑑

𝑑𝑥
𝑘
𝑑𝜑2

∗

𝑑𝑥
= 𝑝2, 𝜑2

∗ 0 = 𝜑2
∗ 1 = 0, (8.5)

0׬−
1
𝜑1
∗ 𝑑

𝑑𝑥
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 0׬

1
𝑓𝜑1

∗𝑑𝑥. (8.6)

0׬−
1
𝜑1
∗ 𝑑

𝑑𝑥
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = −𝑘𝜑1

∗|𝑥=0
𝑥=1 + 0׬

1
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥. (8.7)

0׬
1
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 0׬

1
𝑓𝜑1

∗𝑑𝑥. (8.8)

0׬
1
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑2
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 0׬

1
𝑓𝜑2

∗𝑑𝑥. (8.9)



𝐽1 = 0׬
1
𝑝1𝑓𝜑1

∗𝑑𝑥, 𝐽2 = 0׬
1
𝑝2𝑓𝜑2

∗𝑑𝑥 (8.10)

׬
0

1
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝐽1, 0׬

1
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑2
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝐽2, (8.11)

𝑘1 0׬
1/2 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 + 𝑘2 ׬

1/2

1 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝐽1, (8.12)

𝑘1න
0

1/2𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑2
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 + 𝑘2 න

1/2

1 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑2
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝐽2,

0׬
1/2 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝑎11, 0׬

1/2 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑2
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝑎21, (8.13)

න
1/2

1 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝑎12, න

1/2

1 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑2
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝑎22,

𝑎11𝑘1 + 𝑎12𝑘2 = 𝐽1, (8.14)

𝑎21𝑘1 + 𝑎22𝑘2 = 𝐽2.



Δ =
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

≠ 0,

𝑝1 𝑥 = ቐ
1, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2,

0,
1

2
< 𝑥 ≤ 1,

(8.15)

𝑝2 𝑥 = ቐ

0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2,

1,
1

2
< 𝑥 ≤ 1,

𝜑 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥,

𝜑1
∗ 𝑥 =

−𝑥2 +
5

6
𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤

1

2
,

−
𝑥

3
+
1

3
,
1

2
< 𝑥 ≤ 1,

𝜑2
∗ 𝑥 =

𝑥

3
, 0 ≤ 𝑥 ≤

1

2
,

−2𝑥2 +
8

3
𝑥 −

2

3
,
1

2
< 𝑥 ≤ 1,



𝐽1 = ׬
0

1
𝑝1𝜑𝑑𝑥 = ׬

0

1/2
𝜑𝑑𝑥 = ׬

0

1/2
𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥 =

1

𝜋
,

𝐽2 = 0׬
1
𝑝2𝜑𝑑𝑥 = 1/2׬

1
𝜑𝑑𝑥 = 1/2׬

1
𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥 =

1

𝜋
.

Вычислим 𝑎𝑖𝑗(𝑖, 𝑗 = 1,2) из (8.13)

𝑎11 = 0׬
1/2 𝑑𝜑

𝑑𝑥

𝑑𝜑1
∗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 0׬

1/2
𝜋𝑐𝑜𝑠𝜋𝑥 ቀ−2𝑥 +



2

𝜋
−

1

6
𝑘1 +

1

3
𝑘2 =

1

𝜋
,

1

3
𝑘1 +

4

𝜋
−

2

3
𝑘2 =

1

𝜋
,

Δ =
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

=

2

𝜋
−

1

6

1

3
1

3

4

𝜋
−

2

3

=
8

𝜋2
−

2

𝜋
≠ 0;

𝑘1 =
1

2
, 𝑘2 = 1/4.

𝑘 𝑥 =

1

2
, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2,

1

4
, 1/2 < 𝑥 ≤ 1.

𝑘 𝑥 = σ𝑠=1
𝑚 𝛼𝑠𝜔𝑠(𝑥), (8.17)



−
𝑑

𝑑𝑥
𝑘
𝑑𝜑𝑠

∗

𝑑𝑥
= 𝑝𝑠 𝑥 , 𝜑𝑠

∗ 0 = 𝜑𝑠
∗ 1 = 0, 𝑠 = 1,2, … ,𝑚,

(8.18)

где ps(x) - функция, связанная с измерением 

функционала

𝐽𝑠 = ׬
0

1
𝑝𝑠𝜑𝑑𝑥 (8.19)

0׬−
1
𝜑𝑠
∗ 𝑑

𝑑𝑥
𝑘
𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 0׬

1
𝑓𝜑𝑠

∗𝑑𝑥. (8.20)

0׬
1
𝑘
𝑑𝜑𝑠

∗

𝑑𝑥

𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 0׬

1
𝑓𝜑𝑠

∗𝑑𝑥. (8.21)

𝐽𝑠 = 0׬
1
𝑓𝜑𝑠

∗𝑑𝑥. (8.22)

0 = 0׬
1
𝑓𝜑𝑠

∗𝑑𝑥 − 0׬
1
𝑝𝑠𝜑𝑑𝑥.



σ𝑠′=1
𝑚 𝛼𝑠′𝑎𝑠𝑠′ = 𝐽𝑠, 𝑠 = 1,2, . . , 𝑚, (8.23)

Где 

𝑎𝑠𝑠′ = න
0

1

𝜔𝑠′
𝑑𝜑𝑠

∗

𝑑𝑥

𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥.

σ𝑠′=1
𝑚 𝛼𝑠′𝑎𝑠𝑠′ = 𝐽𝑠, 𝑠 = 1,2, … . ,𝑚,𝑚 + 1,𝑚 + 𝑛, (8.24)

𝐸 = ෍

𝑠=1

𝑚+𝑛

𝐽𝑠 − ෍

𝑠′=1

𝑚

𝛼𝑠′𝑎𝑠𝑠′

2

𝜕𝐸

𝜕𝛼𝑙
= −2σ𝑠=1

𝑚+𝑛 𝑎𝑠𝑙 𝐽𝑠 − σ𝑠′=1
𝑚 𝛼𝑠′𝑎𝑠𝑠′ = 0, 𝑙 = 1,2, . . , 𝑚.

σ𝑠=1
𝑚+𝑛 𝑎𝑠𝑙 σ𝑠′=1

𝑚 𝑎𝑠𝑠′𝛼𝑠′ = σ𝑠=1
𝑚+𝑛 𝑠𝑠𝑙𝐽𝑠 , 𝑙 = 1,2, … ,𝑚.



𝐴 =

𝑎11 … 𝑎1𝑚
… … …
𝑎𝑚1…

𝑎𝑚+𝑛,1

……
…

𝑎𝑚𝑚…
𝑎𝑚+𝑛,𝑛

,

𝛼 =

𝛼1
…
𝛼𝑚

,

𝛽 =
𝐽1
…

𝐽𝑚+𝑛

.

𝐴𝑇𝐴𝛼 = 𝐴𝑇𝛽,

𝐴𝜑 = 𝑓, (8.25)

𝐴 = σ𝑠′=1
𝑚 𝛼𝑠′𝐴𝑠′ , (8.26)



𝐽𝑠 = (𝑝𝑠, 𝜑) (8.27)

𝐴∗𝜑𝑠
∗ = 𝑝𝑠, 𝑠 = 1,2, … ,𝑚,𝑚 + 1. (8.28)

𝐴𝜑, 𝜑𝑠
∗ − 𝜑, 𝐴∗𝜑𝑠

∗ = 𝑓,𝜑𝑠
∗ − (𝑝𝑠, 𝜑). (8.29)

𝑝𝑠, 𝜑 = (𝑓, 𝜑𝑠
∗)

𝐽𝑠 = 𝑝𝑠, 𝜑 , 𝐽𝑠 = (𝑓, 𝜑𝑠
∗). (8.30)

𝐴𝜑, 𝜑𝑠
∗ = (𝑓, 𝜑𝑠

∗). (8.31)

σ𝑠′=1
𝑚 𝛼𝑠′𝑎𝑠𝑠′ = 𝐽𝑠, 𝑠 = 1,2, . . , 𝑚,𝑚 + 1,… ,𝑚 + 𝑛 (8.32)

где

𝑎𝑠𝑠′ = (𝐴𝑠′𝜑, 𝜑𝑠
∗). 



Система (8.32) переопределена. Решая ее методом
наименьших квадратов, получаем неизвестные 𝛼𝑠 (s = 1,. . .,
m). Так решается обратная задача по восстановлению
коэффициентов 𝛼𝑠 в операторе А из (8.26). Отметим, что
при ее решении описанном в данном параграфе способом
предполагалось, что функции 𝜑,𝜑𝑠

∗ известны. Ведь
именно они определяют коэффициенты 𝑎𝑠𝑠′ в системе
(8.32). Однако эти функции не всегда можно знать
заранее. Оказывается, что в ряде случаев их можно
заменить на некоторые ’’невозмущенные” функции -
решения модельных задач, соответствующих задачам
(8.25), (8.28). Это можно сделать на основе методов
теории возмущений, о чем будет подробно рассказано в
дальнейшем.

Возможны и другие модификации решения
обратных задач. Опыт показывает, что во всех случаях
применение сопряженных уравнений является весьма
эффективным при решении обратных задач.
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